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1 シラバス抜粋
到達目標

1. 分数の性質を知る。

2. 無限小数の性質を知る。

3. 環とその性質を知る。

4. 多項式の既約性の判定法を理解する。

授業計画 順序を交換する場合もあるので注意すること。

1. 合同式

2. 分数と小数

3. 循環小数

4. 純循環小数

5. 混循環小数

6. オイラーの関数

7. 循環節の性質

8. 環

9. 環の性質

10. 整域

11. イデアル

12. 単項イデアル整域

13. 多項式環

14. 多項式の既約性

15. 期末試験

成績評価 期末試験 (80%) と、毎回の演習問題の状況 (20%) で成績を評価

する。原則として全ての時間の出席を求めるが、やむを得ない理由で欠席を

する (した) 場合はできるだけ速やかに申し出て、指示を受けること。
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2 授業のノート
講義のノートの概略を記す. また, 問題については, 板書できなかったもの

も追加して記す.

§1 合同式

(1.1) 合同 整数 a, bと整数mに対し、a− bがmの倍数であるとき、aと

bはmを法として合同であると言い、a ≡ b (mod m) と書く。

(1.2) 同値関係 合同の関係は、次を満たす。

(E1) a ≡ a (mod m) (対称律)

(E2) a ≡ b (mod m) ならば b ≡ a (mod m) (反射律)

(E3) a ≡ b (mod m) かつ b ≡ c (mod m) ならば a ≡ c (mod m) (推移律)

(1.3) 補題 整数 a, b, c, d と整数 m に対して、a ≡ b (mod m), c ≡ d

(mod m) とするとき次が成り立つ。

(1) a + c ≡ b + d (mod m)

(2) a− c ≡ b− d (mod m)

(3) ac ≡ bd (mod m)

(1.4) 例 9 + 12 ≡ 4 + 2 ≡ 6 ≡ 1 (mod 5).

(1.5) 問題 次の問に答えよ。

(1) 221× 329 (mod 11) を簡単にせよ。

(2) 2222 (mod 5) を簡単にせよ。

(3) 2323を 7で割った余りを求めよ。

(4) x3 + x2 ≡ (mod 3) を満たす x (x = 0, 1, 2) をすべて求めよ。

(5) x3 + x2 ≡ (mod 6) を満たす x (x = 0, 1, . . . , 5) をすべて求めよ。

(1.6) 例 (nの倍数であることの判定法)

(1) 正の整数の各位の数を加えて 3の倍数になれば、元の整数も 3の倍数で

ある。

(2) 正の整数の各位の数を加えて 9の倍数になれば、元の整数も 9の倍数で

ある。

(3) 正の整数の各位の数の交代和 (符号を交互に変えた和) が 11の倍数にな

れば、元の整数も 11の倍数である。

(1.7) ユークリッドの互除法 正整数 a, bに対して、aを bで割った余りを

rとすると、(a, b) = (r, b) である。この関係を用いて数を小さくしていき最

大公約数を求めるアルゴリズムをユークリッドの互除法と呼ぶ。

(1.8) ベズーの等式 整数 a, bが互いに素ならば、

ax + by = 1

を満たす整数 x, yが存在する。

(1.9) 問題 次の方程式を満たす整数解を 1組求めよ。

(1) 96x + 29y = 1

(2) 96x− 29y = 1

(3) 35x + 13y = 1

(4) 35x + 13y = 2

(1.10) 問題 次の方程式を満たす整数 xを 1つ求めよ。

(1) 96x ≡ 1 (mod 29)

(2) 13x ≡ 1 (mod 35)

(3) 35x ≡ 2 (mod 13)
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(1.11) 定義 (有理整数環の剰余環) (0ではない整数) m に対して、mを法

とした合同の関係について、Zの剰余集合を考える。つまり、次で定まる 剰
余類

a = {x ∈ Z | x ≡ a (mod m)}

のなす集合

{0, 1, . . . , m− 1}

を考え、これをZ/(m)と書く。(1.3)補題より、Z/(m)に次の演算が定まる。

a + b = a + b, a− b = a− b, ab = ab

(1.12) 補題 (Z の剰余環の元が逆元を持つための必要十分条件) a, m を

整数とする。Z/(m) において、a の逆元が存在するための必要十分条件は

(a, m) = 1 となることである。

(1.13) 問題 (剰余環における逆元) Z/(13)において、5, 7, 9の逆元を求

めよ。

(1.14) 定義 (オイラーの関数) 正の整数 nに対して、1から nまでの整数

のうち nと互いに素なものの個数を、φ(n) で書く。この φ をオイラーの関
数と呼ぶ。

(1.15) 命題 (オイラーの関数の性質)

(1) 素数 pに対して、φ(p) = p− 1.

(2) 素数 pと正整数 nに対して、φ(pn) = pn − pn−1.

(3) 互いに素な正整数m, nに対して、φ(mn) = φ(m)φ(n).

Proof. (1) 明らか。

(2) pn と互いに素とは pと互いに素ということだから、1から pn のうち、

pの倍数が pn/p個あることよりわかる。

(3) km+ln = 1とできる。(k, n) = (m, l) = 1にも注意しておく。bkm+aln

(0 ≤ a < m, 0 ≤ b < n)はmnを法としてすべて異なる。これらをmnで割っ

た余りはすべて異なるから、ちょうど 0からmn− 1までであり、この余りの

うちmnと互いに素であるものを数えたい。しかし、mnと互いに素かどうか

は、余りをとっても変わらないから、bkm+alnのまま考えてよい。(a, m) > 1

または (b, n) > 1ならば、(bkm + aln, mn) > 1である。逆に、(a, m) = 1か

つ (b, n) = 1ならば、(bkm + aln, m) = 1かつ (bkm + aln, n) = 1だから、

(bkm + aln, mn) = 1である。よって、mnと互いに素である (a, b)の総数は、

φ(m)φ(n)個である。

(1.16) オイラーの定理 互いに素な正の整数 a, nに対して次の合同式が成

立する。

aφ(n) ≡ 1 (mod n).

(1.17) 補題 (指数) 互いに素な正の整数 a, nに対して合同式

ae ≡ 1 (mod n).

が成立するような最小の正整数 eは、オイラーの関数 φ(n)の約数である。

(1.18) フェルマーの小定理 素数 pと整数 aに対して、ap ≡ a (mod p).

(1.19) ウィルソンの定理 素数 pに対して、(p− 1)! ≡ −1 (mod p).

(1.20) ウィルソンの定理の逆 1より大きい整数mに対して、(m−1)! ≡ −1

(mod m) ならば、mは素数である。

§2 分数と小数

(2.1) 定義 (10 進表記) 0 から 9 までの数字たち an, an−1, . . . , a1, a0 と

b1, b2, b3, . . . が与えられたとする。an は 0と異なるとする。このとき、10進
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表記

anan−1 · · ·a1a0 . b1b2b3 · · ·

の値を、

10nan + · · ·+ 101a1 + 100a0 +
b1

101
+

b2

102
+ · · ·

= lim
m→∞

(10nan + · · ·+ 101a1 + 100a0 +
b1

101
+

b2

102
+ · · ·+ bm

10m
)

で定める。

※ これは収束する (連続の公理と、小数部分がmによらず 1を超えないの

で上界が存在することによる)

※ 1つの表記に対して 1つの実数が定まるのであり、1つの実数に対して

1つの表記が定まるというわけではない。つまり、1という実数に対して「1」

と「0.999 · · ·」という 2つの表記があることは、何の矛盾も引き起こさない。

(2.2) 事実 (絶対収束級数の項の順序交換) 無限級数 (無限数列の和)

C = c1 + c2 + · · ·+ cn + · · · = lim
n→∞

(c1 + c2 + · · ·+ cn)

が絶対収束するとは、各項を絶対値をとった無限級数

|c1|+ |c2|+ · · ·+ |cn|+ · · ·

が収束することを言う。絶対収束する無限級数は収束する。

2つの絶対収束する無限級数

C = c1 + c2 + · · · , D = d1 + d2 + · · ·

に対して、和 C + D や 差 C −D において項の順序を任意に入れ替えても結

果は変わらない。この事実を認めると、

9.999999...

-) 0.999999...

---------------

9

のような筆算は正しい計算であることがわかる。

(2.3) 問題 次の循環小数を既約分数に直せ。

(1) 0.1
�

2
�

3 = 0.1232323 · · ·
(2) 1.2

�

34
�

5 = 1.2345345 · · ·

分数が有限小数あるいは循環小数になるための必要十分条件を与えよう。

(2.4) 命題 (有限小数になるための必要十分条件) 互いに素な正の整数 m, n

に対して、既約分数 m/n を考える。

(1) n = 2a5b (a, bは非負整数) の形ならば、m/n は有限小数である。

(2) そうでないならば、m/n は循環小数である。

Proof. (1) 分母を 10max(a,b) にできるから有限小数である.
(2) 有限小数は, 分母が 10e の形の分数で書ける. 既約分数 m/n の分母に 2と 5以

外の素因数があれば, 分子・分母を何倍しても分母を 10e の形にはできないから, m/n
は無限小数である.
また, 実際に割り算を実行すると割り切れないので, その余りは 1, 2, . . . , n − 1 の

n− 1 通りしかない. したがって (割り算の商が小数部分に入ってから), 高々 n− 1 回
目で同じ余りが出現して, その先は同じ割り算の反復になる. よって, m/n は循環小
数になる.

(2.5) 注意 (循環小数と進法) 有限小数になるかどうかは、上で見たように

進法に関係している。例えば、有限 2進小数になる既約分数は、分母が 2eの

形の場合に限る。

(2.6) 定義 (循環節) 循環小数の、循環する部分のことを循環節と呼ぶ。循
環節の長さがどう決まるかは以下で与えられる。

(2.7) 命題 (循環節の長さ) 10と互いに素な正整数 nに対して、10e ≡ 1

(mod n)を満たす最小の正整数を eとする (その存在は (1.16)、性質は (1.17))。

このとき、既約な真分数 m/n (つまり m, nは互いに素で、1 ≤ m ≤ n − 1)

は循環節の長さが e である循環小数であり、循環は小数第 1位から始まる。

※ 既約でなければ、1/21 = 0.
�

04761
�

9 と 7/21 = 0.
�

3 のように循環節の長

さは異なるかも知れない。
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Proof. 10e ≡ 1 (mod n) より、10e = na + 1 と書ける (aは整数)。すると、

m

n
=

ma

na
=

ma

10e − 1

=
ma · 10−e

1− 10−e
← (等比級数の和の形をしている)

= ma · 10−e + ma · 10−2e + ma · 10−3e + · · ·

=
ma

10e
+

ma

102e
+

ma

103e
+ · · · .

ここで、m < n より、ma < na = 10e − 1 だからmaは高々e桁の整数であ

る。よって、m/nは e桁ごとに同じ数字の来る小数に展開される。また、循

環が小数第 1位から始まることもわかる。

しかし、ma = 123123のようにma自体が循環していると、循環節の長さ

は eより短かくなるため、そうならないことを言う必要がある。

仮に循環節の長さが e′ (e′ < e) であったとすると、m/n = m′ · 10−e + m′ ·
10−2e + m′ · 10−3e + · · · と書けるから、m/n = m′/(1 − 10e′

) となる。m

と nは互いに素だから、整数 aを用いて、ma = m′、na = 1− 10e′

と書け、

10e′ ≡ 1 (mod n) となる。これは eの最小性に反するから、循環節の長さは

eである。

(2.8) 系 (循環節の長さとオイラーの関数) 10と互いに素な正整数 nと、

1 ≤ m ≤ n− 1 なる整数mがあるとき、m/nを循環小数にしたときの循環

節の長さは、オイラーの関数 φ(n)の約数である。

(2.9) 例 (循環節の長さ) 次の例では、循環節の長さがオイラーの関数の約

数になっていることが確認できる。

(1) 分数 1/7 を考える。1/7 = 0.
�

14285
�

7であり、循環節の長さは 6である。

オイラーの関数は φ(7) = 6である。

(2) 分数 11/21 を考える。11/21 = 0.
�

52380
�

9であり、循環節の長さは 6であ

る。また、オイラーの関数は φ(21) = 12である。

(3) 分数 10/13を考える。10/13 = 0.
�

76923
�

0であり、循環節の長さは 6であ

る。また、オイラーの関数は φ(13) = 12である。

(2.10) 定義 (純循環小数、混循環小数) 循環小数が純循環小数であるとは,

例えば 0.123123 · · · のように, 循環節が小数第 1位から始まることを言う. 逆

に, 例えば 0.99123123 · · · のように, 循環節が小数第 1位よりも後ろから始ま

る循環小数を混循環小数と言う.

(2.11) 定理 (有限、純循環、混循環小数になるための必要十分条件) 互い

に素な正整数 m, n (m < n) に対して既約分数 m/n を考えるとき、次が成立

する。

(1) n = 2a5bと書けるときm/nは有限小数である。このとき、c = max{a, b}
とすると、m/n は小数第 c位まである。

(2) n の素因数分解に 2も 5も現れないとき、m/n は純循環小数である。こ

のとき、10e ≡ 1 (mod n) を満たす最小の正整数を e とすると、循環節

の長さは eである。

(3) それ以外の場合、つまり, n の素因数分解に 2か 5の一方または両方が現

れ、かつ、2でも 5でもない素数も現れるとき、m/n は混循環小数であ

る。このとき、n = 2a5bn′ (n′の素因数分解には 2も 5も現れない) と書

き、c = max{a, b} とおき、10e ≡ 1 (mod n′) を満たす最小の正整数を

e とおくと、m/n の循環節は小数第 (c + 1)位から始まり、その長さは e

である。

(2.12) 例 (有限、純循環、混循環小数) (1) 既約分数 34567/125000は、分

母が 2356 だから有限小数であり、max{3, 6} = 6なので小数第 6位まである。

実際に割り算してみると、0.276536 である。

(2) 既約分数 11/21 は、分母の素因数分解 3 · 7 に 2も 5も現れないので純

循環小数である。また、10e ≡ 1 (mod 21)を満たす最小の e は 6 であるから

(循環節も求めるのであれば、1/21の割り算を実行して e = 6を求めるのが

結局は速い)、循環節の長さは 6である。実際に割り算してみると、0.
�

52380
�

9

である。

(3) 既約分数 1237/1750は、分母の素因数分解が 215371 であるから、混循

環小数である。max{1, 3} = 3 だから、循環節は小数第 4位から始まる。ま
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た、循環節の長さは、1/7 の場合と同じであるから 6 である。実際に割り算

してみると、0.706
�

85714
�

2 である。

(2.13) 問題 (有限、純循環、混循環小数になる分数を求める)

(1) 小数第 5位まである有限小数になるような分数を 1つ答えよ。

(2) 純循環小数になるような分数を 1つ答えよ。

(3) 小数第 4位から循環節が始まるような混循環小数になるような分数を 1

つ答えよ。

§3 循環節の性質

さて、1/7 = 0.
�

14285
�

7 の循環節 142857 を 142 と 857 に分けて足すと、

142 + 857 = 999となり、2/7 = 0.
�

28571
�

4 でも同様に 285 + 714 = 999とな

る。また、3/17 = 0.
�

176470588235294
�

1でも同様に、17647058+82352941 =

99999999である。しかし、11/21 = 0.
�

52380
�

9では、523+809 = 1332となっ

てしまう。このような違いが何によっておこるのかがわかる。

(3.1) 命題 (循環節を半分に切断して加えると 99 · · · 9) 正整数 nが 10と

互いに素のとき、既約真分数 m/n は純循環小数であった。その循環節の長

さ e が偶数であるとする。10e/2 ≡ −1 (mod n) ならば、循環節を中央で 2

等分して、それぞれを e/2桁の整数と見なして加えると 99 · · · 9 (e/2桁の整

数) になる。

Proof. 10kmを nで割ったときの余りを rとすると、m÷ nを実行して小数

第 k位に商が立ったときの余りは rに等しいことに注意しておく。

10k+e/2m ≡ −10km ≡ −r ≡ n− r (mod n)

だから、10k+e/2m を n で割った余りは n− rである。

rあるいは n− rが余りに出た次の割り算を考えると、割られる数は 10rや

10(n−r)になる。10rを nで割った商を qとすると、10r = nq+s (1 ≤ s < n)

であるから、

10(n− r) = 10n− 10r = 10n− nq − s = (9− q)n + (n− s)

となり、10(n− r)を nで割った商は 9− qである。したがって、k番目の商

と k + e/2番目の商は加えると 9になる。

(3.2) 例 (循環節の切断) (1) 2/7の場合, 下の割り算で 3回目の余りに 5

(≡ −2 (mod 7)) が現れた時点で,その後の 3つの商は, 999− 285 = 142と求

めてよい. また, 余りに着目すると, (最初の割られる数 2も付け足して) はじ

めの 3つは, 2, 6, 4 であり, 残りの 3つはこれらの−1倍が, 5 ≡ −2 (mod 7),

1 ≡ −6 (mod 7), 3 ≡ −4 (mod 7) と続いている.

0.2 8 5 7 1 4 2 ...
----------------
7)2
1 4
-
6 0
5 6
---
4 0
3 5
---
5 0
4 9
---

1 0
7

---
3 0
2 8
---
2 0
1 4
---
6 0 ...

(2) 11/21の場合, 下の割り算の途中で 10 (≡ −11 (mod 21)) という余り

が出ないので, その後の商や余りがどうなるかはわからない.

0.5 2 3 8 0 9 ...
------------------

2 1)1 1 0
1 0 5
-----
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5 0
4 2
---
8 0
6 3
---
1 7 0
1 6 8
-----
2 0
0

---
2 0 0
1 8 9
-----
1 1 ...

さて,分母が 7の場合, 1/7 = 0.
�

14285
�

7, 2/7 = 0.
�

28571
�

4, 3/7 = 0.
�

42857
�

1の

ように,すべての既約分数において,循環節は 142857をローテーションしたも

のになっている. しかし,分母が 13の場合, 1/13 = 0.
�

07692
�

3, 2/13 = 0.
�

15384
�

6

と 2種類の循環節が現れる (分母が 3の場合でも 2種類の循環節が現れてい

るので, 驚くほどのことではない). さらに, 分母が 27の場合, 1/27 = 0.
�

03
�

7,

2/27 = 0.
�

07
�

4, 4/27 = 0.
�

14
�

8, のように, (既約分数ならば) 全部で 6種類の循

環節が現れる. このような違いは何によって起こるかが次でわかる.

(3.3) 命題 (循環節の「種類」) 循環小数になるような分母 n を固定し, 既

約分数m/nの循環節の長さを e とする. このとき, 既約分数 m/n に現れう

る循環節の「種類」は, φ(n)/e 個である. ただし, φ(n) はオイラーの関数であ

り, 循環節の「種類」とは, ローテーションして同じになる循環節を同じ「種

類」と見なすことである.

(3.4) 例 (循環節の「種類」) (1) 分母が 7の場合, 循環節の長さは 6であ

り, オイラーの関数の値も φ(7) = 6である. よって, 循環節の種類は 6/6 = 1

個である.

(2) 分母が 13 の場合, 循環節の長さは 6 であり, オイラーの関数の値は

φ(13) = 12である. よって, 循環節の種類は 12/6 = 2 個である.

このとき, 例えば 1/13 = 0.
�

07692
�

3 の循環節をローテーションした循環節

を持つのは, どんな m に対する m/13 なのかは次にようにしてわかる. 1/13

の循環節を左に 1 つローテーションしてできる 0.
�

76923
�

0 は, 1/13 を 10 倍

したものであるから, 10/13 である. もう 1 回左にローテーションすると

100/13 = 7 + 9/13 であるから, 9/13 = 0.
�

69230
�

7 である. 同様にして続け

ると,

1,

10,

102 ≡ 9 (mod 13),

103 ≡ 12 (mod 13),

104 ≡ 3 (mod 13),

105 ≡ 4 (mod 13)

が分子のとき, 同じ種類の循環節を持つ.

ここに現れなかった 2, 5, 6, 7, 8, 11 は, もう 1種類の循環節を持つ.

§4 環

(4.1) 定義 (環、可換環) 2種類の演算、和と積が定義された集合 R が 環
であるとは、次の条件 (R1) から (R7) を満たすときを言う。

(R1) 和が結合法則を満たす

(R2) 和が交換法則を満たす

(R3) 和の単位元 0 が存在する (a + 0 = 0 + a = a)

(R4) 和の逆元が存在する (a + (−a) = 0 なる −a の存在)

(R5) 積が結合法則を満たす

(R6) 0とは異なる積の単位元 1 が存在する (a · 1 = 1 · a = a)

(R7) 分配法則が成立する (a(b + c) = ab + ac, (a + b)c = ac + bc)

さらに、

(R8) 積が交換法則を満たす
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も成立しているとき、R を 可換環と呼ぶ。
可換環ではない環にも、n × n行列全体のなす環 n次全行列環など重要な

ものがあるが、この講義では可換環のみを学ぶ。

(4.2) 例 (数のなす環) 環の定義は条件が多く思えるかも知れないが、数の

集合であれば、単に 1と 0を含み、和、差、積で閉じている集合は環である、
ということである。

(1) まず、複素数全体の集合 C、実数全体の集合 R、有理数全体の集合 Q、

整数全体の集合 Z はすべて環である。

(2) 偶数全体の集合 2Z は、1を含まないので環ではない。ただし、それ以外

の条件は満たしている。

(3) {a + b
√

2 ; a,bは整数 } は環である。
(4) mを法とした Zの剰余環 Z/(m)は (その名どおり) 環である。

(4.3) 定義 (単元、零因子、整域) 環 Rにおいて、

(1) a ∈ R が乗法の逆元を持つとき、aを単元という。ここに、aの逆元とは、

ab = 1を満たす b ∈ Rである。

(2) 0ではない b ∈ Rに対して ab = 0 となるような a ∈ R を Rの零因子と
いう。特に 0は常に零因子である。

(3) 0以外の零因子を持たない環を整域という。

(4.4) 補題 (単元は零因子ではない) 環Rにおいて、単元は零因子ではない。

(4.5) 例 (単元、零因子、整域) (1) 環 Zの単元は 1と−1のみである。

(2) 環 Z/(3)の単元は 1と 2である。したがって、環 Z/(3)は整域である。

(3) 環 Z/(4)において、1と 3は単元であり、2は零因子である。

(4) Zは整域である。

(4.6) 定義 (体) 0以外のすべての元が単元であるような環を体と呼ぶ。例
えば実数全体の集合 Rは体である。また、(4.4)より、体は整域である。

(4.7) 命題 (Z/(m)が体であるための必要十分条件) 2以上の整数mに対

して、Z/(m)が体であるための必要十分条件は、mが素数であることである。

(4.8) 問題 (Z/(m)の零因子、逆元) (1) Z/(18)の零因子をすべて書け。

(2) それ以外の元は単元であるが、それらの逆元をそれぞれ求めよ (既習)。

(4.9) 問題 (標数) 例えば体 Z/(p)では、1を繰り返し加えていくと p回目

で始めて 0になる。このようにm · 1 = 0となる最小のmを体の標数と言う。
また、実数体 Rのように 1を何回加えても 0にならない場合は、標数は 0と

定める。体の標数が 0でないならば、素数であることを示せ。

(4.10) 定義 (多項式環) 環 Rの元を係数に持つような X の多項式全体の

集合を

R[X ] =

{

anXn + an−1X
n−1 + · · ·+ a1X + a0 ;

n ≥ 0,

a0, . . . , an ∈ R

}

で表し、R上の 1変数多項式環と呼ぶ。また、f ∈ R[X ] の次数を deg f で

表す。

例えば、Zを係数に持つ 1次多項式は、X + 1, X + 2, . . . と無数にあるが、

Z/(2)を係数に持つ 1次多項式は、X と X + 1̄ の 2つしかない。2次でも 4

つしかなく、このことを用いれば、X2 + X + 1̄ や X3 + X + 1̄ の既約性な

どもわかってしまう。

(4.11) 割り算の恒等式 Rを環、f, g ∈ R[X ]とする。gの最高次係数が単

元 (例えば 1) のとき、

f = qg + r (q, r ∈ R[X ], deg r < deg g)

と一意的に書ける。
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(4.12) 定理 (剰余の定理、因数定理) 環R上の多項式 f ∈ R[X ]と、a ∈ R

に対して、

(1) f を X − a で割った余りは、f(a) に等しい。

(2) f が X − a (a ∈ R) で割り切れるための必要十分条件は f(a) = 0 とな

ることである。

※ f(a) = 0 となることを a は f の根であると言う。

(4.13) 定理 (根の個数の上限) 整域R上の n次多項式の異なる根の個数は

n以下である。

(4.14) 例 (係数環が整域ではない多項式の根の個数) Z/(6)は整域ではな

い。2次多項式 X2 −X はX = 0, 1, 3, 4 の 4つの根を持つ。

§5 多項式の既約性

(5.1) 定義 環R上の多項式環R[X ]の多項式 f ∈ R[X ]が可約であるとは、
f よりも次数の低い 2つの多項式 g, h ∈ R[X ]によって f = ghと書けること

を言う。f ∈ R[X ]が既約であるとは、可約ではないことを言う。

(5.2) 命題 整数係数の多項式 f ∈ Z[X ] が既約ならば、係数を有理数まで

広げてQ[X ]の中で考えても既約である。

(5.3) 命題 f ∈ Z[X ] と、素数 p に対して、係数をすべて K = Z/(p)で

考えた多項式を f ∈ K[X ] と書くことにする。Z[X ]の中で f = gh ならば、

K[X ]の中で、f = gh である。

特に、f の最高次係数が p の倍数でなく、f が K[X ]で既約ならば、f も

既約である。

(5.4) 例 次の整数係数多項式は有理数係数の範囲で考えて既約である。

(1) X2 + X + 1

(2) X2 + 3X + 5

(3) 3X3 −X2 − 1

(4) X3 −X + 1

(5) 4X3 − 3X2 + 2X − 2

(5.5) 命題 (アイゼンシュタインの既約判定法) 整数係数の多項式 f(X) =

Xn + an−1X
n−1 + · · · a1X + a0 が、ある素数 pに対して次の 2条件を満た

すとき、f は既約である。

(i) a0, a1, . . . , an−1 は p の倍数。

(ii) a0 は p2 の倍数ではない。

Proof. (5.3) 命題を用いずに係数の吟味だけで証明することもできるが、

(5.3) 命題を用いた証明を与える。

(i) と (ii) を満たすが、可約な多項式 f が存在したと仮定する。f = gh

(deg g = m, deg h = n−m, 1 ≤ m < n) とする。係数を pで法をとり f = gh

と書くと、(i) より左辺は f = Xn であるが、これは XmXn−m としか分解

しないから、g = Xm, h = Xn−m である。すると g, h の定数項はともに p

の倍数であるから、f の定数項は p2の倍数である。これは (ii) に反するから

矛盾である。よって f は既約である。

(5.6) 例 次の整数係数多項式は有理数係数の範囲で考えて既約である。

(1) X2 − 2

(2) X2 − 3X + 3

(3) X3 + 6X2 − 4X + 18

(4) 素数 pに対して、Φp(X) = Xp−1 + Xp−2 + · · ·+ X + 1 と定めると、既

約多項式である。
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§6 演習問題

(6.1) 問題 次の問に答えよ。

(1) 33× 44 を 7で割った余りを求めよ。

(2) 3333 を 7で割った余りを求めよ。

(6.2) 問題 ユークリッドの互除法を用いて、次の 2数の最大公約数と最小

公倍数を求めよ。

(1) 336, 360 (2) 448, 588

(6.3) 問題 次の方程式を満たす、整数解 x, yを 1組求めよ。

(1) 39x + 28y = 1

(2) 28x− 11y = 1

(3) 39x− 11y = −3

(6.4) 問題 m, nを互いに素な正整数とする。

(1) 分数m/nが有限小数になるための必要十分条件を書け。

(2) 分数m/nが有限小数になるとき、小数第何位まであるかはどのようにす

ればわかるか。

(3) 有限小数になる分数 m/nであって、ちょうど小数第 4位まである分数を

ひとつ言え。

(6.5) 問題 次の整数 nに対するオイラーの関数 φ(n)を求めよ。

(1) 11 (2) 21 (3) 512 (4) 840

(6.6) 問題 101が素数であることを用いて、99100 を 101で割った余りを

求めよ。

(6.7) 問題 m, nを互いに素な正整数とする。

(1) 分数m/nが循環小数になるための必要十分条件を書け。

(2) 純循環小数の定義を書け。

(3) 分数m/nが純循環小数になるための必要十分条件を書け。

(4) 分数 m/n が循環小数になるとき、循環節の長さ e と、オイラーの関数

φ(n)の関係を言え。

(5) 5/21の循環節の長さを求めよ。

(6) 10/21の循環節の長さを求めよ。

(7) ローテーションして同じになる循環節は同じ種類であると言うことにす

る。21を分母とする既約分数を循環小数で書いたとき、何種類の循環節

が現れるか。

(6.8) 問題 集合Rが環であるとは、演算が定まっていて、結合法則などを

満たすことを言うのであった。環で定められていなくてはならないのは、ど

んな演算か。

(6.9) 問題 次の集合は、環か否か。環でない場合は、どうして環ではない

か答えよ。

(1) 正の整数全体

(2) 0以上の整数全体

(3) 偶数全体

(4) 奇数全体

(5) 整数全体 Z

(6) 有理数全体 Q

(7) 実数全体 R

(8) 複素数全体 C

(9) 整数係数の多項式全体 Z[x]

(10) 有理数係数の多項式全体 Q[x]

(11) 実数係数の多項式全体 R[x]

(12) 複素数係数の多項式全体 C[x]

(6.10) 問題 整数 m に対して、m を法とする剰余環 Z/(m) は、剰余類

0, 1, . . . , m− 1 からなる集合であった。剰余類 k も、集合として定めてい

たが、その定義を言え。
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(6.11) 問題 単元の定義を言え。また、次の環における単元をすべて書け

(a) Z (b) Z/(2) (c) Z/(3) (d) Z/(6) (e) Z[x] (f) Q

(6.12) 問題 零因子の定義を言え。また、次の環における零因子をすべて

書け

(a) Z (b) Z/(2) (c) Z/(3) (d) Z/(6) (e) Z[x] (f) Q

(6.13) 問題 次の問に答えよ。

(1) 整域の定義を言え。

(2) 正整数mに対して、剰余環 Z/(m) が整域であるための必要十分条件を

言え。

(3) 次のうち整域をすべて言え。

(a) Z (b) Z/(2) (c) Z/(3) (d) Z/(6) (e) Z[x] (f) Q

(6.14) 問題 剰余環 Z/(11) において、3の逆元を求めよ。

(6.15) 問題 次の多項式は整数係数の範囲で既約か否か。また、有理数係

数ではどうか。

(1) X2 + 3X + 1

(2) X2 + 3X + 3

(3) X2 + 3X + 9

(4) X3 + 3X2 + 6X + 1

(5) X3 + 3X2 − 1

(6) X4 + 3X3 + 3

§7 問題の解答

(6.1)の解答 (1) 33 · 44 ≡ 5 · 2 ≡ 3 (mod 7). よって 3.

(2) 3333 ≡ 533 (mod 7) である。5 のベキを小さい順に調べると、56 ≡ 1

(mod 7) がわかる。3333 ≡ 533 ≡ 530+3 ≡ 53 ≡ 125 ≡ 6 (mod 7). よって 6.

(6.2)の解答 (1)

360÷ 336 = 1 あまり 24,

336÷ 24 = 14 あまり 0.

だから最大公約数は 24. よって、最小公倍数は 360× 336÷ 24 = 5040.

(2)

588÷ 448 = 1 あまり 140,

448÷ 140 = 3 あまり 28,

140÷ 28 = 5 あまり 0.

だから最大公約数は 28. よって、最小公倍数は 588× 448÷ 28 = 9408.

(6.3)の解答 (1)

39÷ 28 = 1 あまり 11 より 11 = 39− 28, (a)

28÷ 11 = 2 あまり 6 より 6 = 28− 11 · 2, (b)

11÷ 6 = 1 あまり 5 より 5 = 11− 6, (c)

6÷ 5 = 1 あまり 1 より 1 = 6− 5. (d)

したがって、

1
d
= 6− 5
c
= 6− (11− 6) = 6 · 2− 11

b
= (28− 11 · 2) · 2− 11 = 28 · 2− 11 · 5
a
= 28 · 2− (39− 28) · 5 = 28 · 7− 39 · 5.

よって、(x, y) = (−5, 7).

(2)

28÷ 11 = 2 あまり 6 より 6 = 28− 11 · 2, (a)

11÷ 6 = 1 あまり 5 より 5 = 11− 6, (b)

6÷ 5 = 1 あまり 1 より 1 = 6− 5. (c)
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したがって、

1
c
= 6− 5

b
= 6− (11− 6) = 6 · 2− 11
a
= (28− 11 · 2) · 2− 11 = 28 · 2− 11 · 5.

よって、(x, y) = (2, 5).

(3)

39÷ 11 = 3 あまり 6 より 6 = 39− 11 · 3, (a)

11÷ 6 = 1 あまり 5 より 5 = 11− 6, (b)

6÷ 5 = 1 あまり 1 より 1 = 6− 5. (c)

したがって、

1
c
= 6− 5

b
= 6− (11− 6) = 6 · 2− 11
a
= (39− 11 · 3) · 2− 11 = 39 · 2− 11 · 7.

よって、両辺 −3倍すると、(x, y) = (−6,−21)がわかる。

(6.4)の解答 (1), (2) (2.11) (1)を見よ。(3) 1/80 (80 = 24 · 5)

(6.7)の解答 (1) (2.4) (2)を見よ。(2) (2.10)を見よ。(3) (2.11) (2) を見よ。

(4) (2.8)を見よ。(5) 6 (割り算すればわかる)。(6) 6 ((5)より自動的)。(7)

φ(21) = 12なので、12÷ 2 = 2種類。

(6.8)の解答 和と積 (差も含めてもよいが、和と −1との積があれば可能な

ので、含めなくてもよい)。

(6.9)の解答 (1) 環ではない (0を含まない)。(2) 環ではない (差で閉じてい

ない)。(3) 環ではない (1を含まない)。(4) 環ではない (0を含まない)。(5)

から (12)はすべて環である。

(6.10)の解答 (1.11)を見よ。

(6.11)の解答 単元の定義は (4.3)を見よ。

(a) 1,−1 (b) 1 (c) 1, 2 (d) 1, 5 (e) 1,−1 (f) 0以外すべて

(6.12)の解答 零因子の定義は (4.3)を見よ。

(a) 0 (b) 0 (c) 0 (d) 0, 2, 3, 4 (e) 0 (f) 0

(6.13)の解答 (1) (4.3)を見よ。

(2) (4.7)と同じ条件 (Z/(m)が体であるのは、Z/(m)が整域であることと実

は同値)。

(3) (a), (b), (c), (e), (f)

(6.14)の解答 11x + 3y = 1の整数解を (互除法を用いるなどして) 求める

と、(x, y) = (2,−7) である。よって 11 · 2 − 3 · 7 = 1 だが、これを mod11

すると、3 · (−7) ≡ 1 (mod 11) である。よって 3の逆元は、(3)−1 = −7 (−7

を 4に変形してもよい)。

(6.15)の解答 (5.2)により、整数係数の範囲での既約性と、有理数係数の範

囲での既約性は同じであることに注意しておく。

また、Z/(2)係数の多項式として、X2 + X + 1や X3 + X2 + 1は既約で

ある。なぜなら、可約ならば 1次の因数があるはずだが、X = 0を代入して

も、X = 1を代入しても 0にならないから、X でもX + 1でも割り切れない

ことがわかるからである。この事実は (5.3)を使うときに必要である。

(1) から (6) まですべて既約である。(1) から (5) までは、(5.3) において

p = 2とすればわかる。(2)と (6)は、(5.5)において p = 3とすればわかる。
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