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1 シラバス抜粋

授業の目標 代数学 1、代数学 2、代数学 3などで学んだ、線型代数、群、環、

体の理論を踏まえ、ガロア理論の初歩を学ぶ。

到達目標

1. いろいろな体の拡大の性質を知る。

2. ガロア群の性質を知り、その計算ができる。

3. ガロア理論の基本定理を知り、具体例を計算できる。

4. 代数方程式の解の公式がいつ存在するかを説明できる。

授業計画 順序を交換する場合もあるので注意すること。

1. 体の準同型

2. 体の拡大

3. 最小多項式

4. 正規拡大

5. ガロア拡大

6. 多項式のガロア群

7. 単項拡大

8. 不変部分体

9. ガロア群

10. ガロア理論の基本定理 1

11. ガロア理論の基本定理 2

12. 3次方程式の解の公式 1

13. 3次方程式の解の公式 2

14. 4次方程式の解の公式 1

15. 5次方程式の解の公式

16. 期末試験

成績評価 期末試験 (50%) と、毎回の演習問題の状況 (50%) で成績を評価

する。原則として全ての時間の出席を求めるが、やむを得ない理由で欠席を

する (した) 場合はできるだけ速やかに申し出て、指示を受けること。
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2 授業のノート

§1 多項式のガロア群

(1.1) 定義 (準同型, 同型, F -同型) (1) 2つの体 F1, F2 があるとき, 写像

ϕ : F1 → F2 が準同型写像 であるとは, 次の条件を満たすことを言う.

(i) ϕ(1) = 1,

(ii) ϕ(a+ b) = ϕ(a) + ϕ(b) (a, b ∈ F1),

(iii) ϕ(ab) = ϕ(a)ϕ(b) (a, b ∈ F1)

(2) 2つの体 F1, F2 があるとき, 写像 ϕ : F1 → F2 が同型写像 であると

は, ϕが全単射な準同型であることをいい, このとき, F1 と F2 は同型である

という.

また、F1と F2が同じ体 F であるとき、F から F への同型写像を F 上の自

己同型写像と言い、F 上の自己同型写像全体のなす集合をAut(F )で表す。

(3) 体の拡大 E1 ⊃ F と E2 ⊃ F があり, 体の同型写像 ϕ : E1 → E2 があ

るとする. ϕが F 上恒等写像であるとき, ϕを F -同型写像であるといい, E1

と E2 は F -同型であるという.

また、E1とE2が同じ体Eであるとき、EからEへのF -同型写像をE上の

F -自己同型写像と言い、E上の F -自己同型写像全体のなす集合をAutF (E)

で表す。

(1.2) 問題 ϕ : E → F を体の準同型とするとき、次を示せ。

(1) ϕ(0) = 0

(2) ϕ(−1) = −1

(3) ϕ(a− b) = ϕ(a)− ϕ(b) (a, b ∈ E)

(4) ϕ(ab−1) = ϕ(a)(ϕ(b))−1 (a, b ∈ E, b ̸= 0)

(5) ϕは単射である。

(1.3) 問題 次の問に答えよ。

(1) F を体とするとき、Aut(F )は写像の合成を演算とする群をなすことを

示せ。

(2) 体の拡大 E ⊃ F があるとき、AutF (E)は群をなすことを示せ。

(3) 有限次拡大E ⊃ F があるとき (実は代数拡大でも示せる)、F 上恒等写像

である E の自己準同型写像は同型であることを示せ。

(1.4) 命題 体の拡大 E ⊃ F を考える。既約多項式 f(x) ∈ F [x] があると

き、α, β ∈ E が共に f の根ならば、F (α) ≃F F (β) (F -同型) である.

Proof. ϕ : F (α) → F (β) (p(α) 7→ p(β) (p ∈ F [x])) と定める。

[ϕがwell-definedであること] F [α] = F (α), F [β] = F (β)だからϕ : F [α] →
F [β] と考える。

すると、f が最小多項式であることを用いれば示される。

[ϕが体の準同型であること] 明らか。

[ϕが全単射であること] 準同型は常に単射であり、全射性は明らか。

[ϕが F 上恒等写像であること] 明らか。

(1.5) 例 (1) R上代数的な元 i =
√
−1 と −i は, 同じ最小多項式 x2+1 を

持つ. よって, R(i) と R(−i) は R-同型であり (この場合はより強く両者は等

しい), 複素共役 a+ bi 7→ a− bi が R-同型写像である.

(2) Q(
√
2) では a+ b

√
2 7→ a− b

√
2.

(1.6) 命題 F 上代数的な元 α の最小多項式が f(x) ∈ F [x] であり, E =

F (α) であるとき,

#AutF (E) = #{a ∈ E | f(a) = 0} (1)

Proof. E = F [α]だから、E 上の F -自己同型は αの像で決まる (なぜ?)。α

の像も f の根 (なぜ?) だから命題が言える。
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(1.7) 問題 次の問に答えよ。

(1) C上の R-自己同型をすべて言え。
(2) Q(

√
2)上の Q-自己同型をすべて言え。

(3) ωを 1の原始 3乗根 (の 1つ) とするとき、Q(ω)上のQ-自己同型をすべ

て言え。

(1.8) 問題 F 上代数的な元 α の最小多項式が f(x) であり, Ω を F を部

分体に持つような代数閉体とする。

#{ϕ : F ↪→ Ω | F から ϕの像への F -同型 } = (f の Ωにおける根の個数)

(1.9) 定義 (正規拡大) 体の有限次拡大 E ⊃ F が正規拡大であるとは, 任

意の α ∈ E の最小多項式のすべての根が E の元であることをいう.

(1.10) 例 (1) C ⊃ R は正規拡大である ((3) 参照)。

(2) Q( 3
√
2) ⊃ Qは正規拡大ではない。なぜなら 3

√
2の最小多項式 x3 − 2の

他の 2根は Q( 3
√
2)に属さない。

(3) 2次拡大は正規拡大である。なぜなら 2次拡大に属する元は (高々) 2次

方程式の根であるから、解と係数の関係を用いるとわかる。

(4) したがって、Q(
√
2) ⊃ Q は正規拡大である。

(5) Q( 4
√
2) ⊃ Q(

√
2) も Q(

√
2) ⊃ Q も 2次拡大だから正規拡大であるが、

Q( 4
√
2) ⊃ Q は違う。

(1.11) 定義 (分離拡大、ガロア拡大) 体の拡大 E ⊃ F が分離拡大である

とは、任意の α ∈ E の最小多項式が重根を持たないことを言う。また、体の

有限次拡大 E ⊃ F がガロア拡大であるとは、正規拡大かつ分離拡大である

ことを言う (つまり、E の元の F 上の最小多項式のすべて根は E に属し、重

根はないこと)。

(1.12) 事実 標数 0の体の拡大は分離拡大である.

(1.13) 定理 E ⊃ F をガロア拡大とすると、E の AutF (E)-不変部分体

EAutF (E) は F に等しい.

＊ F を含むことは AutF (E)の定義よりわかる.

Proof. まず、α が F に属さないということは、最小多項式の次数が 2以上と

いうことである。αの最小多項式の別の根 (は重解がないので存在するが) を

β とし、F (α) → F (β) (g(α) 7→ g(β)) と定めると、αを固定しない F 同型が

得られ、これは E の F -同型に拡張される (次の命題)。

(1.14) 命題 F を体とし、既約多項式 f ∈ F [x]をとり、F に fの根をすべて

付け加えた体をLとする。α, β ∈ Lを f の根とすると、同型 ϕ : F (α) → F (β)

(g(α) 7→ g(β)) が存在するが、これを拡張した Lの自己同型が存在する。

Proof. f が F (α)[x]において 1次式に因数分解されていると、L = F (α)なの

で証明は済んでいる。2次以上の既約因子 f ′(x) ∈ F (α)[x]を持てば、その根

α′ ∈ Lをとり、f ′ の係数を ϕで写して得られる既約多項式 f̃ ′(x) ∈ F (β)[x]

の根 β′に対して、同型 F (α, α′) → F (β, β′) (g(α′) 7→ gϕ(β′)) が存在する (た

だし、g ∈ F (α)[x], gϕ は係数を ϕで写した多項式)。あとはこれを繰り返せ

ば、いずれ Lの自己同型が得られる。

(1.15) 定義 (分解体) 体 F に対して, 多項式 f(x) ∈ F [x] のすべての根を

付け加えた体を, f の F 上の分解体という.

(1.16) 例 (1) R上 x2 + 1の分解体は Cである。
(2) Q上 x2 − 2の分解体は Q(

√
2)である。

(3) Q上 x3 − 2の分解体は Q( 3
√
2, ω)である。ただし ω = (−1 +

√
−3)/2。

(1.17) 定理 体の拡大 E ⊃ F が正規拡大であることは、E がある多項式

f(x) ∈ F [x] の分解体であることと必要十分である。



(2017-04-07 21:34:22) 2017年度前期代数学演習 2 4

Proof. 必要性。正規拡大を仮定する。E = F (α1, . . . , αr)とし、αj の最小多項

式を fj とする。fj の根はすべてF に属することに注意すれば、f = f1f2 · · · fr
と定めた f のすべての根で F を拡大すれば E になる。

十分性。α ∈ E とし、同じ最小多項式を持つ βをとる。F -同型F (α) → F (β)

(α 7→ β) は ϕ : E → E′ に拡張される (E′ は F (β)を含むある体)。ϕは F -

同型だから f を変えず、従って f の根を変えないから、E′ = ϕ(E) ⊂ E。特

に、β = ϕ(α) ∈ ϕ(E) ⊂ E だから、f のすべての根は E に属することにな

り、E ⊃ F は正規拡大である。

(1.18) 問題 Q(
√
5,
√
6) ⊃ Qがガロア拡大であることを示せ。

(1.19) 定義 (多項式のガロア群) 体 F に対し, f ∈ F [x] の分解体を E と

するとき, AutF (E) を f のガロア群と呼び, Gal(f)と書く.

(1.20) 問題 次の問に答えよ。

(1) R上 x2 + 1のガロア群を求めよ。

(2) Q上 x2 − 2のガロア群を求めよ。

(3) Q上 x4 − 22x2 + 1のガロア群を求めよ。

(4) R上 x2 + x+ 1のガロア群を求めよ。

(1.21) 定理 F を体とし, 多項式 f ∈ F [x] の根 α1, α2, . . . , αn がすべて異

なるとする. このとき, ガロア群 Gal(f) は, n次対称群 Sn の部分群である.

Proof. E = F (α1, . . . , αn) と置く。Gal(f) = AutF (E) の元 σ は、体の F -

同型だから、各 αi (i = 1, . . . , n) の像が決まれば決定する。σ(f) = f より、

f の根の σによる像は再び f の根であるから、αi の像は、ある jを用いて αj

になる。よって、σは n個の根の置換を引き起こすから、Gal(f)は Sn の部

分群である。

§2 ガロア理論の基本定理

(2.1) 定理 (有限次分離拡大は単項拡大) E ⊃ F が有限次分離拡大ならば、

E = F (α) となる α ∈ E が存在する。

Proof. 有限次拡大は、有限個の元を添加した拡大体だから、二項拡大を単項

拡大にできることを示せばよい。また有限体は乗法群が巡回群になることか

ら (証明はしない) 明らかなので、無限体とする。

E = F (α, β)とする。f と gをそれぞれ α, βの F 上の最小多項式とし、E

の代数閉包において、f と gが、それぞれ、α1, . . . , αm と β1, . . . , βn を根に

持つとする (α1 = α, β1 = β)。分離性より、αiは互いに異なり、βiも互いに

異なる。

c ∈ F に対して、

f1(x) = f(γ − cx) (γ = α1 + cβ1)

と置くと、f1は β1を根に持つ。βi (i ≥ 2)も根に持つとすると、α1+cβ1−cβi

がある αj に等しい、つまり、c = (αj − αi)/(β1 − βi)である。どんな i ≥ 1,

j ≥ 2に対してもこの等式を満たさないような cは、F が無限体だから存在

するので、そのような cをとる。すると、f1と gの共通根は β1のみとなる。

f1は定義より、その係数は F (γ)に属し、g ∈ F [x]もそうである。従って、

最大公約元 x− β1 は F (γ)係数多項式なので、特に、β1 ∈ F (γ) である。す

ると、α1 = γ − cβ1 ∈ F (γ) なので、E = F (α1, β1) = F (γ)である。

(2.2) 問題 E ⊃ F を体の拡大とする。f ∈ F [x]が、E[x]の中で既約であ

れば、F [x]の中でも既約であることを示せ。また、逆は不成立であることを

示せ。

(2.3) 問題 E ⊃ L ⊃ F を体の拡大とし、α ∈ E の F 上の最小多項式を

f ∈ F [x], L上の最小多項式を g ∈ L[x] とする。

(1) f と gが一致しない例をあげよ。

(2) L[x]の中で、gは f を割り切ることを示せ。
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(2.4) 定理 E ⊃ F が有限次拡大のとき、これが単項拡大であることと、中

間体が有限個であることは同値である。

Proof. E = F (α)とし (α ∈ E)、αの F 上の最小多項式を f ∈ F [x]とする。

Lを E と F の中間体とすると、E = L(α)でもあり、αの L上の最小多項式

を g ∈ L[x]とすると、L[x]の中で gは f を割り切る。

g ∈ L[x]のすべての係数をFに添加して得られる体をL′とすると、L ⊃ L′ ⊃
F であるが、L′[x]においても g は既約なので、[E : L] = deg(g) = [E : L′]

より、L = L′ である。

以上をまとめると、任意の中間体 Lは、F のある拡大体における f の因数

の係数を F に添加して得られる。この方法で得られる Lは有限個である。

逆を示す。E ⊃ F の中間体が有限個であるとする。有限体ならば乗法群が

巡回群になる (証明はしない) ことから単項拡大になるので、無限体として

よい。すると、E のどの中間体 (つまり E の真の F -部分空間が有限個) に

も属さない元 α が存在する (これは線型代数。次元を見てもよい)。すると、

E = F (α) となる。

(2.5) 定義 (群の作用による不変部分体) F を体とし、Gを Aut(F )の部

分群とする。F の Gによる不変部分体を次で定める。

FG = {x ∈ F | g(x) = x (g ∈ G)}

E ⊃ F が体の拡大で、G = AutF (E)のときは、既に EAutF (E) を既に定

義していた。

(2.6) 問題 F を体とし、Gを Aut(F )の部分群とするとき、FG が体であ

ることを示せ。

(2.7) 問題 F を体、Gを Aut(F )の部分群、H をGの部分群とするとき、

FG ⊂ FH であることを示せ。

(2.8) 補題 有限群 Gが,体 E に忠実に作用しているとする (つまり,作用が

恒等写像になるのは G の単位元のみ)。E の Gによる不変部分体を F = EG

と置くと、

(1) E ⊃ F はガロア拡大

(2) [E : F ] = #G

である。

(2.9) 定義 (ガロア群) E ⊃ F をガロア拡大とするとき, AutF (E)をガロ

ア拡大 E ⊃ F のガロア群と呼び, Gal(E/F ) と書く.

分離性と (1.13) 定理, 及び (2.8) 補題より, E ⊃ F がガロア拡大であるた

めの必要十分条件は, F = EAutF (E) なることである.

(2.10) 定理 (ガロア理論の基本定理) E ⊃ F をガロア拡大、G =

Gal(E/F ) をそのガロア群とする。

(1)任意の中間体 Lに対してE ⊃ Lはガロア拡大であり、そのガロア群は、

Gal(E/L) = ZG(L)

である. ここで, ZG(L) = {g ∈ G | g(α) = α (α ∈ L)} である.

(2) H を G の部分群とするとき,

[E : EH ] = #H

であり, また, 中間体 L に対して,

[E : L] = #ZG(L)

である.

(3) H を G の部分群とするとき,

ZG(E
H) = H
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であり, また, 中間体 L に対して,

EZG(L) = L

である.

この対応で E ⊃ F の中間体と, Gの部分群が 1対 1に対応する.

(4) (3)の 1対 1対応では, 共役部分体が共役部分群に対応する. したがっ

て, 特に, 中間体 Lが F 上のガロア拡大であることと, ZG(L) が G の正規部

分群であることが同値になる. さらに, このとき, Gal(L/F ) ≃ G/ZG(L), つ

まり、Gal(L/F ) ≃ Gal(E/F )/Gal(E/L) である。

(2.11) 例 (1) E を x2 − 2の Q上の分解体とすると、E = Q(
√
2)であり、

E ⊃ Qはガロア拡大である。このとき、[E : Q] = 2だから、#Gal(E/Q) = 2

である。Gal(E/Q)は 2次対称群 S2 の部分群であるから、S2 に等しい。

Gal(E/Q)に自明でない部分群がないから、E ⊃ Qには真の中間体はない。
(2) E を (x2 − 2)(x2 − 3)の Q上の分解体、つまり、E = Q(

√
2,
√
3)とす

る。E = Q(
√
2+

√
3)と単項拡大で表せるから、Gal(E/Q) = AutQ(E)の元

の個数は、
√
2 +

√
3の最小多項式の E に属する根の個数だから 4である。

その 4つの E上のQ同型は、
√
2+

√
3を、±

√
2±

√
3に写すものだから、√

2を −
√
2に写す元 σ と、

√
3を −

√
3に写す元 τ で生成される。つまり、

Gal(E/Q)は 2次の巡回群 Z/(2)の 2つの直積 Z/(2)× Z/(2) である。
非自明な部分群は 3つあり、σで生成される 2次の巡回群と、τ で生成され

る 2次の巡回群と、στ で生成される 2次の巡回群であり、それぞれ、部分体

Q(
√
3), Q(

√
2), Q(

√
6)に対応する。

(3) E を x3 − 2 の Q 上の分解体とすると、E = Q( 3
√
2, ω) であり (ω =

(−1+
√
−3)/2)、[E : Q] = 6であるから、(1)と同様にして、Gal(E/Q) = S3

である。S3 の作用は、αi =
3
√
2ωi−1 (i = 1, 2, 3) の置換である。

S3 には非自明な部分群が 4つある。位数 3の部分群は (1 2 3)で生成され

る巡回群 N である。位数 2の部分群は 3つあって、それぞれ、(2 3), (1 3),

(1 2)で生成される群であり、順にH1, H2, H3 と書くことにする。

ωはN の作用で不変だとわかるので、N と対応する部分体はQ(ω)である。

Hi は αi を固定するので、対応する部分体は Q(αi)である。

(2.12) 定理 一般の n次多項式 f(x) ∈ F [x] (つまり, 根は F 上の (超越的

な) 変数である) のガロア群は, n次対称群 Sn である.

§3 代数方程式の解の公式

(3.1) 3次方程式の判別式

x3 + a1x
2 + a2x+ a3 = 0

を考える。y = x+ a1/3という変換により、y3 + py + q = 0の形にできるか

ら、はじめから

x3 + px+ q = 0, (p, q ∈ R)

を考える。

D =
(
(x1 − x2)(x1 − x3)(x2 − x3)

)2

とおき、方程式 x3 + px+ q = 0の判別式と呼ぶ。

(3.2) 命題 方程式 x3 + px + q = 0の判別式 D は、D = −27q2 − 4p3 で

ある。

(3.3) 命題 方程式 x3 + px+ q = 0の判別式Dについて次が成り立つ。

(1) D = 0ならば、方程式は重解を持つ。
(2) D > 0ならば、方程式は異なる 3実数解を持つ。
(3) D < 0ならば、方程式は、1実数解と、互いに共役な虚数解を持つ。

Proof. 前の命題より、D ∈ Rである。すべての逆を示す (転換法)。(1)と (2)

は明らか。(3)について、x1 ∈ R, x3 = x2 のとき、x2 = a+ biとすると、(
(x1 − x2)(x1 − x2)(x2 − x2)

)2
=

(
(x1 − x2)(x1 − x2) · 2bi

)2
= |x1 − x2|4 · (−4b2) < 0
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(3.4) 3次方程式の解の公式

x3 + a1x
2 + a2x+ a3 = 0

を考える。y = x− a1/3という変換により、y3 + py + q = 0の形にできるか

ら、はじめから

x3 + px+ q = 0, (p, q ∈ R)

を考える。3解を x1, x2, x3 とし、

u = x1 + x2ω + x3ω
2,

v = x1 + x2ω
2 + x3ω

とおくと、u3 + v3, u3v3 は x1, x2, x3 に関する対称式である (要確認)。した

がって、e1 = 0だから、u3 + v3 は e3 の定数倍になり、u3v3 は e32 と e23 の 1

次結合になる。x1, x2, x3 に具体的に値を代入すれば、

u3 + v3 = 27e3, u3v3 = −27e32

とわかるから、u3, v3は、t2 + 27qt− 27p3 = 0の解である。この 2次方程式

の判別式が、方程式 x3 + px + q = 0の判別式 Dの負数倍になっている (要

確認)。

判別式が 0以上のとき、解 xi はすべて実数だから、uと v は共役である。

uを 1つ決めると (どれでも結果は同じ) v = uも決まる。判別式が負のとき

は、x1 ∈ Rとすると、u3, v3 は実数であり、また、uも vも実数だから実数

の範囲で 3乗根をとる。

こうして uと vが決まれば、連立方程式
x1 + x2 + x3 = 0,

x1 + x2ω + x3ω
2 = u,

x1 + x2ω
2 + x3ω = v

を解けばよい。係数行列の行列式は−3
√
3iであり、Cramerの公式を用いれば、

x1 = (ω−ω2)(u+v)

−3
√
3i

= u+v
3 ,

x2 = (ω−1)(u−(ω+1)v)

−3
√
3i

= ωu+ω2v
3 ,

x3 = (ω−1)(v−(ω+1)u)

−3
√
3i

= ω2u+ωv
3 ,

と xi が求まる。

(3.5) 例 x3−3x = 0を解く。p = −3, q = 0なので、判別式はD = 4·33 > 0

である。u3, v3は t2+36 = 0の解だから、±33iである。u = −3iととれるが、

D > 0だから v = u = 3iとなる。これより、(x1, x2, x3) = (0,
√
3,−

√
3).

(3.6) 4次方程式の解の公式

(3.7) 定理 体 F が 1の原始 n乗根を含むとし, E ⊃ F が n次のガロア拡

大とする. このとき, ガロア群 Gal(E/F ) が巡回群であるための必要十分条

件は, E が F 上のベキ根拡大であることである.

ここに, E ⊃ F がベキ根拡大であるとは, a ∈ F の n乗根に相当する元

α ∈ E (αn = a) を用いて, E = F (α) と表せることである.

Proof. これは証明できるのでする。

(3.8) 定義 (可解群) 群 G が可解群であるとは, G の部分群の列

{e} = H0 ⊂ H1 ⊂ · · · ⊂ Hn = G

であって, Hi は Hi+1 の正規部分群になっており, 剰余群 Hi+1/Hi は巡回群

であるようなものが存在することを言う.

(3.9) 定理 体 F は, 1の原始 n!乗根を含むとする. F 上の n次代数方程式

f(x) = 0 の解が F の元から四則とベキ根で書けるための必要十分条件は, ガ

ロア群 Gal(f) が可解群であることである.
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(3.10) 事実 上の定理の, F が原始 n!根を含むという仮定は外すことがで

きる. したがって, 方程式の係数を複素数体で考えても有理数体で考えても,

解の公式の存在については同等である.

(3.11) 5次以上の代数方程式の解の公式 可解ではない群を含む群は可解

ではなく, 5次交代群 A5 は可解ではないことが知られている. したがって, 5

次対称群 S5 も可解ではなく, また, n ≥ 5 のとき, Sn も可解ではない. よっ

て, (2.12) 定理より, 5次以上の代数方程式に四則とベキ根のみからなる解の

公式は存在しない.

(3.12) 例 f(x) = x5 − 10x + 2 のガロア群は S5 である. よって, 方程式

f(x) = 0の解は四則とベキ根では表せない.

Proof. 事実: 5次対称群 S5 は可解群ではない。

よって、Gal(f) = S5 を示せばよい。

その 1: p = 2として Eisensteinの既約判定法を用いると、f は既約である。

その 2: 増減表を書けば、f(x) = 0 はちょうど 3個の実数解を持つことが

わかる。よって、残りの 2解は共役な複素数 2つである。

その 3: Gal(f) は複素共役を含む。したがって、Gal(f) は実数解を動かさ

ず、虚数解 2つを入れ替える元を持つ。

その 4: f の 3実数根を α1, α2, α3、2虚数根を α4, α5 とする。f が既約だ

から、(1.4) 命題より、任意の i, jに対して、αiを αj に写すようなGal(f)の

元がある。

その 3と合わせると、(ちょっと頑張る必要があるが) Gal(f) は任意の i, j

に対して、αi と αj を交換し、他の根を動かさないような元を持つことがわ

かる。

その 5: 任意の i, j に対して、αiと αj を交換し、他の根を動かさないよう

な元 (i j)を含む S5 の部分群は、S5 自身である。なぜなら、任意の置換は

(i j)の積に書くことができるからである。

§4 演習問題

(4.1) 問題 次の拡大は正規拡大かどうか答えよ。

(1) Q(
√
2) ⊃ Q

(2) Q( 4
√
2) ⊃ Q(

√
2)

(3) Q( 4
√
2) ⊃ Q

(4) Q( 3
√
2) ⊃ Q

(5) Q(
√
2 +

√
3) ⊃ Q

(4.2) 問題 次の群のすべての部分群を決定せよ。そのうち、正規部分群は

どれか。ただし、ω = (−1 +
√
3)/2, i =

√
−1とする。また、D4は 4文字の

置換 (の一部) からなる集合である。

(1) S2 (2次対称群)

(2) S3

(3) C3 = {1, ω, ω2}
(4) C4 = {1, i,−1,−i}
(5) D4 = {id, (1234), (1432), (13)(24), (12)(34), (14)(23), (13), (24)}

(4.3) 問題 次のガロア拡大について、拡大次数、ガロア群、ガロア群のす

べての非自明な部分群、すべての中間体を答えよ。

(1) x2 − 2の Q上の分解体を E としたときの、E ⊃ Q.

(2) x3 − 2の Q上の分解体を E としたときの、E ⊃ Q.

(3) x4 − 2の Q上の分解体を E としたときの、E ⊃ Q.

(4.4) 問題 x3 − 2の Q上の分解体を E とし、ガロア拡大 E ⊃ Qを考え
る。F ⊃ Qがガロア拡大になっているような中間体 F を求めよ。
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(4.5) 問題 次の 3次方程式を、解の公式を用いて解け。

(1) x3 + 2x = 0

(2) x3 + 2 = 0

(3) 27x3 − 18x+ 4 = 0

§5 演習問題の解答

(4.1)の解答 (1) 正規拡大 (2次拡大だから)

(2) 正規拡大 (2次拡大だから)

(3) 正規拡大ではない (x4 − 2の虚数の根は Q( 4
√
2)に属さない)。

(4) 正規拡大ではない (x3 − 2の虚数の根は Q( 3
√
2)に属さない)。

(5) 正規拡大 (
√
2 +

√
3の最小多項式のすべての根±

√
2±

√
3 (複号任意) は

Q(
√
2 +

√
3)に属する)

(4.2) の解答 (1) S2 は位数が 2 だから、すべての部分群は、

H1 = S2 = {id, (12)}, H2 = {id} である。S2 は可換群だから、すべて

の部分群は正規部分群である。

(2) S3 は位数が 6 だから、その部分群の位数は、1, 2, 3, 6 で

ある。まず、 H1 = S3, H2 = {id} は自明な部分群である。位数 2 の部

分群は、位数 2 の置換で生成されるが、位数 2 の置換は互換だから、

H3 = {id, (12)}, H4 = {id, (23)}, H5 = {id, (13)} の 3通りである。位数 3

の部分群は、そこに含まれる置換の位数が 3の約数、つまり 1か 3である。

位数 3の置換は、長さ 3の巡回置換 (123)と (132)であるが、互いに逆元で

ある。よって位数 3の部分群は、 H6 = {id, (123), (132)} である。以上が S3

の部分群すべてである。

自明な部分群 H1, H2 は正規部分群であることは明らかである。

(13)(12)(13)−1 = (13)(12)(13) = (23)だから、H3は正規部分群ではない。同

様に、H4, H5も正規部分群ではない。A3は偶置換全体であるから、σ ∈ A3,

τ ∈ S3のとき、τστ−1 は偶置換となりA3に属することより、A3は正規部分

群である。

(3) C3 は位数が 3 だから、その部分群の位数は 1 か 3 である。よって、

H1 = C3, H2 = {id} がすべての部分群である。
C3 は可換群だから、すべての部分群は正規部分群である。

(4) C4 の位数は 4だから、その部分群の位数は 1か 2か 4である。まず、

H1 = C4, H2 = {1} が自明な部分群である。位数 2の部分群は位数 2の元

で生成されるから、 H3 = {1,−1} である。
C4 は可換群だから、すべての部分群は正規部分群である。

(5) D4 の位数は 8 だから、その部分群の位数は 1, 2,

4, 8 で あ る 。ま ず、 H1 = D4, H2 = {id} が 自 明 な 部 分 群

である。位数 2 の部分群は位数 2 の元で生成されるから、

H3 = {id, (13)(24)}, H4 = {id, (12)(34)}, H5 = {id, (14)(23)} ,

H6 = {id, (13)}, H7 = {id, (24)} である。位数 4 の部分群は、ま

ず、位数 4 の元で生成される H8 = {id, (1234), (1432), (13)(24)} が

ある。位数 4 の部分群は、他に、位数 2 の元を 3 つ含むものが、

H9 = {id, (13), (24), (13)(24)}, H10 = {id, (12)(34), (13)(24), (14)(23)}
の 2つある。以上がD4 の部分群すべてである。

自明な部分群H1, H2は正規部分群であることは明らかである。τ = (1234)

とすると、τ(12)(34)τ−1 = (14)(23), τ(14)(23)τ−1 = (12)(34), τ(13)τ−1 =

(24), τ(24)τ−1 = (13) であることから、H4, H5, H6, H7 は正規部分群では

ない。H3, H8, H9, H10 は正規部分群である (詳細略)。

(4.3) の解答 (1) E = Q(
√
2,−

√
2) = Q(

√
2) は Q 上 2 次拡大である。

Gal(E/Q) = {id, σ} (σ は複素共役)。ガロア群に非自明な部分群はない。

従って中間体もない。

(2) E = Q( 3
√
2, 3

√
2ω, 3

√
2ω2 である (ただし、ω = (−1 +

√
−3)/2)。E =

Q( 3
√
2, ω)は、E ⊃ Q( 3

√
2 ⊃ Q だから、6次拡大である。ガロア群は S3の部

分群であるが、6次拡大だから S3 に等しい。ガロア群の非自明な部分群は 4
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つある。

H1 = {id, (23)},

H2 = {id, (13)},

H3 = {id, (12)},

A3 = {id, (123), (132)}.

ただし、 3
√
2, 3

√
2ω, 3

√
2ω2 の順に解の番号を 1, 2, 3とした。対応する中間体は、

EH1 = Q(
3
√
2),

EH2 = Q(
3
√
2ω),

EH3 = Q(
3
√
2ω2),

EA3 = Q(ω)

である。

(3) E = Q( 4
√
2, 4

√
2i,− 4

√
2,− 4

√
2i) = Q( 4

√
2, i) である (i =

√
−1)。よって、

E ⊃ Qは 8次拡大である。ガロア群の元による根 4
√
2の像 (4通りの可能性)

を決めると、− 4
√
2の像もその−1倍に決まる。 4

√
2iの像と− 4

√
2iの像も同じ

く −1倍の関係にある。これと、元が 8つであることから、

Gal(E/Q) = {id, (13), (24), (13)(24), (12)(34), (14)(23), (1234), (1432)}.

ガロア群の非自明な部分群は位数が 2か 4であるが、位数 2のものが 5つ、

位数 4のものが 3つある。

H1 = {id, (13)},

H2 = {id, (24)},

H3 = {id, (13)(24)},

H4 = {id, (12)(34)},

H5 = {id, (14)(23)},

B1 = {id, (1234), (13)(24), (1432)},

B2 = {id, (13), (24), (13)(24)},

B3 = {id, (12)(34), (13)(24), (14)(23)}.

対応する中間体は、

EH2 = Q(
4
√
2),

EB1 = Q(i)

などである。

(4.4)の解答 Gal(E/Q) = S3 であり、S3 の非自明な部分群 4つのうち、正

規部分群は A3 = {id, (123), (132)}だけである。ω = (−1 +
√
−3)/2と置く

と、A3に対応する中間体は、F = Q(ω) であり、このとき、F ⊃ Qはガロア
拡大になる。

(4.5)の解答 (1) x3 + px+ q = 0と照らすと、p = 2, q = 0である。この方

程式の判別式はD = −27q2 − 4p3 = −32である。t2 +27qt− 27p3 = 0より、

t2 − 33 · 23 = 0

を解くと、t = ±
√
23 · 33 であるが、これが u3, v3である。D < 0だから、u, v

は実数の範囲での 3乗根となるので、u =
√
6, v = −

√
6となる。よって、解
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は、ω = (−1 +
√
−3)/2とすると、

x1 =
u+ v

3
=

√
6−

√
6

3
= 0,

x2 =
ωu+ ω2v

3
=

ω
√
6− ω2

√
6

3
=

√
6(ω − ω2)

3
=

√
6
√
3i

3
=

√
2i,

x3 =
ω2u+ ωv

3
= −

√
2i

(2) x3 + px + q = 0と照らすと、p = 0, q = 2である。この方程式の判別

式はD = −27q2 − 4p3 = −108である。t2 + 27qt− 27p3 = 0より、

t2 − 54t = 0

を解くと、t = 0,−54 であるが、これが u3, v3 である。D < 0だから、u, v

は実数の範囲での 3乗根となるので、u = 0, v = − 3
√
2となる。よって、解

は、ω = (−1 +
√
−3)/2とすると、

x1 =
u+ v

3
=

−3 3
√
2

3
= − 3

√
2,

x2 =
ωu+ ω2v

3
=

v

3
ω2 = − 3

√
2ω2,

x3 =
ω2u+ ωv

3
=

v

3
ω = − 3

√
2ω

(3) x3 + px+ q = 0と照らすと、p = −2/3, q = 4/27である。この方程式

の判別式はD = −27q2 − 4p3 = 48/27である。t2 + 27qt− 27p3 = 0より、

t2 + 4t+ 8 = 0

を解くと、t = −2± 2i であるが、これが u3, v3である。D > 0だから、u, v

は互いに共役である。−2± 2iは偏角が 135◦で、絶対値が 2
√
2であるから、

その 3乗根 (の 1つ)は、偏角が 45◦で、絶対値が
√
2なので、u = 1+ i、従っ

て、v = 1− iである。よって、解は、ω = (−1 +
√
−3)/2とすると、

x1 =
u+ v

3
=

(1 + i) + (1− i)

3
=

2

3
,

x2 =
ωu+ ω2v

3
=

ωu+ ωu

3
=

−1−
√
3

3
,

x3 =
ω2u+ ωv

3
=

ωv + ωv

3
=

−1 +
√
3

3
.


